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MÐ ��U

Bë mæn ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng hay ph÷ìng tr¼nh Vªt lþ to¡n l 

mët bë mæn to¡n håc cì b£n vøa mang t½nh lþ thuy¸t cao vøa mang

t½nh ùng döng rëng. Ng nh to¡n håc n y �¢ gâp ph¦n x¥y düng lþ thuy¸t

chung cho c¡c ng nh to¡n håc v  c¡c khoa håc kh¡c. Ph÷ìng tr¼nh elliptic

xu§t hi»n khi nghi¶n cùu c¡c qu¡ tr¼nh khæng thay �êi v· thíi gian (qu¡

tr¼nh døng), ph÷ìng tr¼nh hyperbolic v  parabolic xu§t hi»n khi nghi¶n

cùu c¡c qu¡ tr¼nh câ thay �êi v· thíi gian (qu¡ tr¼nh khæng døng). �º

x¡c �ành nghi»m cõa c¡c lo¤i ph÷ìng tr¼nh n y ng÷íi ta ph£i x¥y düng

c¡c �i·u ki»n ban �¦u, �i·u ki»n bi¶n. �i·u ki»n ban �¦u cho bi¸t tr¤ng

th¡i t¤i thíi �iºm t = 0, �i·u ki»n bi¶n cho bi¸t qu¡ tr¼nh x£y ra ð c¡c

bi¸n khæng gian. B i to¡n t¼m nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �èi vîi �i·u ki»n

bi¶n �¢ cho �÷ñc gåi l  b i to¡n bi¶n.

Tø ché th§y �÷ñc vai trá r§t quan trång v  c¦n thi¸t cõa lþ thuy¸t

ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng v  mong muèn �÷ñc hiºu s¥u, hiºu kÿ v·

ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng �°c bi»t l  ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng c§p

hai tuy¸n t½nh n¶n em chån �· t  i "B i to¡n bi¶n thù nh§t �èi vîi ph÷ìng

tr¼nh �¤o h m ri¶ng c§p hai tuy¸n t½nh vîi d¤ng �°c tr÷ng khæng ¥m"

�º nh¬m möc �½ch nghi¶n cùu v· kh¡i ni»m mët sè t½nh ch§t cì b£n cõa

ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng v  tr¼nh b y têng quan lþ thuy¸t c¡c v§n �·

v· b i to¡n bi¶n thù nh§t �èi vîi ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng c§p hai

tuy¸n t½nh vîi d¤ng �°c tr÷ng khæng ¥m. Luªn v«n gçm câ hai ch÷ìng

vîi nëi dung cö thº nh÷ sau:

Ch÷ìng1: Tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc cì b£n c¡c khæng gian Sobolev

nh÷ H1 (Ω) , H1
loc (Ω) ,

0

H1 (Ω) , H1,0 (QT ) ,
0

H1,0 (QT ) , b i to¡n bi¶n thù

nh§t �èi vîi ph÷ìng tr¼nh elliptic v  b i to¡n bi¶n hén hñp thù nh§t �èi

vîi ph÷ìng tr¼nh parabolic.

Ch÷ìng 2: Tr¼nh b y v· b i to¡n bi¶n thù nh§t �èi vîi ph÷ìng tr¼nh

�¤o h m ri¶ng c§p hai tuy¸n t½nh vîi d¤ng �°c tr÷ng khæng ¥m, sü tçn

t¤i nghi»m suy rëng cõa b i to¡n bi¶n n y. B i to¡n bi¶n thù nh§t cõa

ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng c§p hai tuy¸n t½nh vîi d¤ng �°c tr÷ng khæng

¥m chùa b i to¡n bi¶n cõa ph÷ìng tr¼nh elliptic v  parabolic nh÷ nhúng

1



tr÷íng hñp �°c bi»t.
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

Trong ch÷ìng n y tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc cì b£n v· khæng gian

Sobolev, b i to¡n bi¶n thù nh§t �èi vîi ph÷ìng tr¼nh elliptic v  b i to¡n

bi¶n hén hñp thù nh§t �èi vîi ph÷ìng tr¼nh parabolic. Nëi dung chõ y¸u

cõa ch÷ìng n y �÷ñc tham kh£o tø c¡c t i li»u [2] , [3] , [4] .

1.1. Ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng tuy¸n t½nh c§p hai

Ta k½ hi»u Ω l  mët mi·n bà ch°n trong khæng gian Euclid n chi·u Rn

vîi ∂Ω l  bi¶n cõa mi·n n y.

x = (x1, x2, ..., xn) l  mët �iºm cõa khæng gian Rn.

Dxi =
∂

∂xi
l  to¡n tû l§y �¤o h m ri¶ng theo bi¸n xi.

Gi£ sû α = (α1, α2, ..., αn) l  tªp hñp c¡c ch¿ sè, trong �â αi l  c¡c sè

nguy¶n khæng ¥m v  |α| =
n∑
i=1

αi. Khi �â

Dα = Dα1
x1
Dα2
x2
...Dαn

xn
=

∂|α|

∂α1
x1 ∂

α2
x2 ...∂

αn
xn

. �º cho �ìn gi£n, �æi khi ta dòng

k½ hi»u:

uxixj =
∂2u

∂xi∂xj
�º ch¿ �¤o h m ri¶ng c§p hai cõa h m u.

�ành ngh¾a 1.1. Ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng tuy¸n t½nh c§p hai l 

ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:

 L (u) ≡
n∑

i,j=1

aij (x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

ai (x)
∂u

∂xi
+ a (x)u = f (x) , (1.1)
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trong �â f l  mët h m (ho°c mët v²ctì h m) �¢ bi¸t trong mi·n Ω ⊂ Rn, u

l  h m ©n, L l  mët to¡n tû vi ph¥n tuy¸n t½nh trong Ω, [aij (x)] l  ma

trªn gçm c¡c h» sè cõa �¤o h m c§p hai cõa to¡n tû L thäa m¢n:

aij (x) = aji (x) , i, j = 1, n.

Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng tuy¸n t½nh c§p hai
Khi nghi¶n cùu ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n tuy¸n t½nh �¤o h m ri¶ng nâi

chung v  ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng c§p hai tuy¸n t½nh nâi ri¶ng ng÷íi

ta chia l m ba lo¤i ph÷ìng tr¼nh cì b£n: ph÷ìng tr¼nh elliptic, ph÷ìng

tr¼nh hyperbolic v  ph÷ìng tr¼nh parabolic. X²t ph÷ìng tr¼nh �¤o h m

ri¶ng tuy¸n t½nh c§p hai (1.1).

�°t A (x) = [aij (x)] , aij (x) �÷ñc coi l  thüc i, j = 1, n.

Gi£ sû x0 ∈ Ω l  mët �iºm tòy þ, λ1 (x0) , λ2 (x0) , ..., λn (x0) l  c¡c gi¡

trà ri¶ng thüc cõa ma trªn A (x0) .

Ta k½ hi»u n+ = n+ (x0) l  sè c¡c gi¡ trà ri¶ng d÷ìng n− = n− (x0) l 

sè c¡c gi¡ trà ri¶ng ¥m v  n0 = n0 (x0) l  sè c¡c gi¡ trà ri¶ng b¬ng khæng,

n = n+ + n− + n0.

Khi �â:

∗ Ph÷ìng tr¼nh (1.1) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh elliptic t¤i �iºm x0

(ho°c elliptic t¤i �iºm x0) n¸u n+ = n ho°c n− = n.

∗ Ph÷ìng tr¼nh (1.1) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh hyperbolic t¤i �iºm x0

(ho°c hyperbolic t¤i �iºm x0) n¸u n+ = n− 1 v  n− = 1 ho°c n+ = 1 v 

n− = n− 1.

∗ Ph÷ìng tr¼nh (1.1) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh parabolic t¤i �iºm x0

(ho°c parabolic t¤i �iºm x0) n¸u n0 > 0.

∗ Ph÷ìng tr¼nh (1.1) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh elliptic, hyperbolic v 

parabolic tr¶n tªp Ω n¸u t÷ìng ùng nâ elliptic, hyperbolic v  parabolic

t¤i méi �iºm cõa mi·n Ω.

V½ dö. X²t ph÷ìng tr¼nh Traphigin (n=2)

∂2u

∂x2
1

+ a(x1)
∂2u

∂x2
2

= f(x),
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